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RESUMEN

El problema de la ecuacion parabdlica del calor unidimensional ha sido ampliamente estudiado en diversas condiciones y escenarios, tanto en regimenes
estacionarios como no estacionarios y fuentes externas de calor periddicas y no periddicas. Cuando las condiciones de contorno varian periédicamente en el
tiempo, tradicionalmente se ha asumido dos cuestiones: i) otorgar de forma arbitraria la componente dependiente del tiempo, lo que simplifica en gran
medida la resolucién analitica del desafio matematico, ii) priorizar el estudio del problema de la barra sélida seminfinita, por encima de la barra sélida finita.
En este trabajo, presentamos una solucion para la ecuacion parabdlica del calor unidimensional en una barra sélida finita, cuando rige un flujo externo de
calor periédico que varia en el tiempo. El problema fisico se plantea parat > 0y 0 < x < |, se resuelve utilizando el Método de Separacion de Variables. En la
frontera x = | se establece un flujo de calor sinusoidal dependiente del tiempo, mientras que en x = 0 se fija la temperatura. La distribucién de temperatura T
(x, 1) es calculada de forma analitica, comprobando que ésta en el interior oscila con la misma frecuencia que la fuente externa de calor incidente, pero con
cierta diferencia de fase, la que es funcion de las propiedades térmicas del material.

Palabras claves: Calor, flujo, transferencia, periédico, conductividad, difusividad.

ABSTRACT

The problem of the one-dimensional parabolic heat equation has been widely studied under various conditions and scenarios, both in steady and non-
stationary regimes and in periodic and non-periodic external heat sources. When the boundary conditions vary periodically in time, two issues have
traditionally been assumed: i) arbitrarily giving the time-dependent component, which greatly simplifies the analytical resolution of the mathematical
challenge, ii) prioritizing the study of the problem of the semi-infinite solid bar, above the problem of finite solid bar. In this work, we present a solution to
the one-dimensional parabolic heat equation in a finite solid bar, when a time-varying periodic external heat flux governs. The physical problem takes place
fort 20and 0 < x < |, itis solved using the Variable Separation Method. At the boundary x = | a time-dependent sinusoidal heat flow is established, while
at x = 0 the temperature is fixed. The temperature distribution T (x, t) is calculated analytically, verifying indeed that it oscillates inside the bar with the same
frequency as the external source of incident heat, however with a time-phase difference that depends on the thermal properties of the material.

Keywords: Heat, flow, transfer, periodic, conductivity, diffusivity.

INTRODUCCION

El concepto de onda se ha extendido a numerosos fendmenos correspondientes a situaciones fisicas descritas por un
campo variable en el tiempo que se propaga tanto en el espacio como en el tiempo. La fisica de ondas térmicas se esta
convirtiendo en una herramienta valiosa en el estudio de los pardametros de los materiales, asi como en la industria de los
semiconductores para caracterizar el proceso de fabricacion de dispositivos electronicos (Abbas & Berto, 2018) y (Hobiny &
Abbas, 2018). Estas ondas se han vuelto de gran interés para la explicacion del efecto fotoacustico y otros fenémenos
fototérmicos, en los que se basan muchas técnicas de medicién no destructivas. (Li, 2018) y (Garcia, Amaya & Correa, 2018)

Cuando un material se somete a calentamiento o enfriamiento no estacionario, su perfil de temperatura interna se da
en términos de tiempo y posicion espacial (Bluman & Cole, 1969) y (Gueye y Lissy, 2016)

La conduccién resultante se puede analizar combinando la Ley de Fourier con un balance de flujo de calor (Marin,
Marin, Hechavarria, 2005). La Sociedad Matematica del Sudeste Asiatico, (2001) y Marin (2014) sefialan que suponiendo una
conductividad térmica constante, esto conduce a la conocida ecuacion del calor parabdlico.

La conduccidn de calor en sélidos es un proceso similar a la difusién, demostrado por muchos autores que sostienen
que la difusion de energia térmica, en un sélido calentado periddicamente, esta bien descrita en términos de ondas térmicas.
(Salazar, 2006) y (Marin, 2007)

Por el contrario, para algunos autores la analogia de las ondas no siempre es del todo adecuada Gonzélez, De La
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Cruz & Gurevich, 1993). Se argumenta que la forma no ondulatoria es la razén por la cual los fendmenos de transporte de
calor satisfacen una ecuacion parabélica (con derivada de primer orden respecto al tiempo y de segundo orden respecto a la
coordenada) y no una ecuacién hiperbdlica, que es la de una onda (con derivadas de segundo orden respecto al tiempo y
coordenada).

El problema de la conduccién directa de calor se ocupa de la determinacion de la temperatura en puntos internos de
una regiéon cuando se especifican las condiciones iniciales y de contorno, la generacion de calor y las propiedades del
material.

En los Ultimos afios se han desarrollado varias técnicas analiticas y numéricas como solucién a los problemas de
conduccién de calor, como son:

- Marin, Marin-Antuia y Diaz-Arencibia, (2002) analizaron la conduccién de calor en sélidos excitados por una
fuente peridédicamente dependiente del tiempo, que se encuentra cominmente en experimentos fototérmicos.

- Ramadan y Al-Nimr (2009) estudiaron numéricamente los fendmenos de transmision y reflexion de ondas
térmicas inducidos por un flujo de calor limite pulsado en una losa de dos capas con una interfaz imperfecta.

- Ordodiiez-Miranda y Alvarado-Gil (2020) investigaron el transporte de ondas térmicas unidimensionales en un
medio seminfinito.

- Marin (2007) estudio el transporte de calor en fendmenos periédicos que varian en el tiempo dentro de los
sélidos.

Sin embargo, estos estudios asumieron dos cuestiones: a) proporcionar arbitrariamente la componente temporal, lo
que simplifica mucho la solucidn matematica, b) el problema de una barra sélida seminfinita es el que ha sido mayormente
estudiado vy, los de barra finita, no ofrecen soluciones analiticas (Sociedad Matematica del Sudeste Asiatico, 2001) y
(Mandelis, 2201)

En este trabajo, por lo tanto, se presenta una solucién para la ecuacion de calor parabdlica unidimensional,
considerando geometria unidimensional, en un sélido opaco de espesor [, rodeado por un medio adiabatico, con una fuente
de calor de excitacion superficial arménicamente modulada.

Se calcula analiticamente la distribucién de temperatura T(x,t) y se comprueba que ésta en el interior oscila con la
misma frecuencia que la fuente de calor externa; con una diferencia de fase temporal que depende estrictamente de las
propiedades térmicas del material. Es decir, se propone determinar propiedades térmicas como la conductividad y difusividad
térmicas de solidos, simplemente midiendo estas diferencias de fase temporal, estableciendo asi una técnica de medicion y
caracterizacion de materiales sencillos y eficaces.

El objetivo de este trabajo es resolver analiticamente diferentes ecuaciones para llegar a una solucién para la
ecuacioén parabdlica del calor unidimensional en una barra sélida finita, cuando rige un flujo externo de calor periédico que
varia en el tiempo.

METODOS

Para el cumplimiento del objetivo planteado se emplea una estrategia analitica para la resolucion de ecuaciones que
describen la transferencia de calor a sélidos en condiciones periddicas no estacionarias, dicho procedimiento se basa en el
desarrollo de soluciones exactas a un sistema de ecuaciones diferenciales que simula el comportamiento térmico del
material, a partir de las propiedades fisicas del so6lido y las condiciones de frontera. La teoria de la difusion térmica se
implementa para formular el problema y junto con algunos conceptos y técnicas de matematica se obtienen expresiones que
pueden caracterizar la respuesta térmica en dependencia del tiempo y del espacio, de este modo el método permite realizar
célculos de respuesta térmica en aquellas aplicaciones donde el periodo en el que deben mantenerse las condiciones
periodicas son relevantes.

El sustento tedrico de la presente investigacion se enfoca en conceptos fundamentales de la transferencia de calor,
las ecuaciones diferenciales y el analisis matematico de procesos dinamicos:

Teoria de la Transferencia de Calor por Conduccién:

Esta teoria, fundamentada en la Ley de Fourier, describe cobmo el calor se transporta dentro de un sélido en funcién
de grades temperatura, tambien es empleada para modelar el flujo térmico bajo condiciones periddicas (DeWitt, Bergman &
Lavine, 2007)

Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDPs):
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Las EDPs son técnicas matematicas fundamentales para representar fenémenos de difusion térmica, en este
escenario se buscan soluciones a ecuaciones de la forma de la ecuacién de calor para condiciones no estacionarias (Strauss,
2007).

Analisis de Fourier:

Esta teoria es esencial para representar funciones periddicas y resolver problemas vinculado a la propagacion de
calor en régimen periodico, la serie de Fourier y la transformada de Fourier favorecen la descomposicion y el analisis de los
comportamientos térmicos (Kreyszig, 2011)

Teoria de Sistemas Periddicos en Estado No Estacionario:

Esta teoria trata como los sistemas responden a estimulos térmicos periddicos y como las oscilaciones térmicas se
irradian mediante materiales. (Carslaw & Jaeger, 1986).

RESULTADOS Y DISCUSION

Una breve revision del estado del arte:

La investigacidon desarrollada por Pefla, Calderon & Mufioz (2022) denominado: Determinacion de la difusividad
térmica en solidos mediante el analisis de la amplitud de la sefial fotoacustica en configuracion de transmision de calor,
proporciona un desarrollo tedrico en una configuracién de transmisién de calor, de una celda fotoacustica para la
determinacion experimental de la difusividad térmica de los solidos. En el modelo de Rosencwaig y Gersho, se deriva una
expresion que relaciona el valor fO de la amplitud de la sefial fotoacustica con la frecuencia de modulacién de la radiacion
incidente, lo que permite, a su vez, ajustar algunos datos experimentales y asi determinar la difusividad térmica de los
materiales examinados.

El estudio desarrollado en el Centro de Investigaciones en Ciencias Aplicadas del Instituto Politécnico Nacional de
México, titulado: Aplicacién del Método de Angstrom para la caracterizacion térmica de fluidos, la investigacion presenta una
técnica que permite determinar la conductividad y la difusividad térmicas, en estado sélido, de una muestra de grasa
organica a partir de datos de mediciones en los que se muestra la temperatura como funcion del tiempo, se recurre a la
técnica de Angstrom que, a través de la reticulacién de un flujo de calor periddico, obtiene la respuesta térmica que tienen
los materiales, lo cual hace posible su caracterizacién de forma no estacionaria ciclica (Hernandez, 2013)

Tambien se consulté el estudio desarrollado en la Universidad Cornell, Estados Unidos, desarrollado por Gonzalez,
Lépez y Vasquez (2021) titulado: Estructura interna y conduccion de calor en soélidos rigidos: un enfoque de dos
temperaturas, dicha investigacion crea un modelo de dos temperaturas para describir el transporte de calor no Fourier en
solidos con estructura interna. A partir de los principios de la termodinamica de no equilibrio, se obtienen dos ecuaciones
acopladas del tipo transporte de Fourier para las temperaturas que describen la conduccién de energia en la respectiva
escala de longitud, obteniendo resultados satisfactorios al reproducir los recientes resultados experimentales sobre la
respuesta térmica de diferentes materiales estructurados utilizando este modelo.

Soluciones para la ecuacion parabdlica del calor unidimensional en una barra sélida finita

Aqui se presenta una solucién para la ecuacion parabdlica del calor unidimensional en una barra sélida finita, cuando
rige un flujo externo de calor periddico que varia en el tiempo.

. 1 .
T2, ) — - T, (x,t) =0
T{xJ ﬂ} = Tl}
T(0,t) =T,

T.(Lt) = —1Q(®)

, (t1>0;0 <x <) Q)

Donde: T (x, t), es la temperatura en funcion de la coordenada y el tiempo respectivamente, Ty representa el valor
inicial de temperatura que permanece constante en la frontera x=0, Q(t) es el flujo de calor periddico incidente en el extremo
x=l, ky a equivalen a la conductividad y la difusividad térmicas respectivamente.

Figura 1. Esquema de la geometria unidimensional, en un sélido opaco de espesor |, rodeado por un medio de vacio, con una fuente de excitacion
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superficial arménicamente modulada.

Flujo de ealor: Q1)

__‘III----d.h_7

x=0 x=[

Para la solucion de este problema, se propone separar la funcién original T (x, t) en dos funciones independientes, u
(x t)y v (x, t), de forma tal que la solucion general sera la suma de sus partes, expresadas en la ecuacioén (2):

Tix,t) =u(x, t) +vix,t) (2)
Sustituyendo la ecuacion (2) en (1) se arriba a la siguiente expresiéon nimero (3):

( i [ue(x,8) + vo(x,t)] = v, ) + v x, )

1 ) ) ) 1 )
;ur{.x.l t} = u_r_r{.x.l t} + E_r_r{.x.l t} - ; Er{.x.l t}]

\ 3)
satisfaciendo:

‘1,-[{:.%] ﬂ} = TI} - L’{:.‘X-', ﬂ}

H{:ﬂ, t} = TI} - L’{:ﬂ, t}

V(L) = Qi) — vl t)

En la que v (x, t) puede quedar definida de la siguiente manera, expresado en (4):

ﬂmﬂ=n+§mﬂ

satisfaciendo: (4)
v(0,t) =T,
ve(l,£) = Q(t)

Asi, para la funcion u (x, t), se plantea el siguiente problema, representado en la ecuacién 5:

2, (1,) = U (3, £) + (5, )

u(x, 0) =To — = Q(0) (5)
u(0,£) =0
u(l,t) =0

Estas condiciones arriba expresadas son condiciones matematicas suficientes, que deben cumplirse para la validez
del método desarrollado de separacidn de variables en el primer problema de frontera.

Dénde:

. _ 1 1/ 2.
hx, 1) = Ve, 1) — pLEs t) = 7 (Q{.t} - % Q{.t})
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Segun el principio de superposicion, se tiene dos problemas a resolver:

u(x,t) =u®P(x,t) +u®(x,t) (6)

Primero: ecuacion homogénea y condiciones de frontera, representado en (7).

; ul‘l}r‘{.xi I’-} = ulxl}.r.r {_:X.', t}

060 = 0T ~Z 00
'lel}{:ﬂJ t} =0

(7)

Segundo: ecuacidon no homogénea y condiciones iniciales y de frontera homogéneas, reflejado en la ecuacion 8.

LU, (68) = u (5, 8) + hCx,

ul2(x,0) =0 (8)
ut2(0,£) =0
ul? (L,t) =0

Las condiciones de frontera del problema de la ecuacion 5, son de extraordinaria importancia y tiene soluciones no
triviales solamente para determinados valores del pardmetro 2, estos reciben el nombre de autovalores o valores propios de
dicho problema. Las soluciones no triviales que les corresponden se llaman autofunciones o funciones propias del problema;
el cual recibe el nombre de problema de autovalores o problema de Sturm-Liouville, ecuaciéon 9a. Los valores propios
(eigenvalores) 1,y las funciones propias (eigenfunciones) X, (x) se pueden escribir como:

An _ [I:E:lzj:i}n]'
, (©)
Xol) = Sin [ 7]
Ofrecen la solucién de la ecuacion:
X' (x)+X(x) =0 v0o<x<lI
X0 =0 (9a)
(=0

Una vez halladas los autovalores y las autofunciones del problema (9a), se debe comprobar que éstas sean
ortogonales entre 0 y [, es decir, que cumplan con la condicién:

o X () X (0)dx = 11X, 128, (9b)

Donde &,,,, es la delta de Kronecker.

La solucién de la ecuacién 7 viene dada por la expresion:

Ibero-American Journal of Engineering & Technology Studies, 5(1), e-ISSN: 2764-6033 6



Caracterizacion térmica de sélidos en condiciones periédicas no estacionarias

Donde: Gy (x, & t) es la funcion de Green del problema 7; que, fisicamente, es la respuesta (o sea, la temperatura) en
la barra a una fuente unitaria, instantanea, en (t = 0) y puntual (en x = ), de calor.

. = 1 _ |
Gl{.xi 'f! t} = Z WXH{X} ' X:lz{f} ' E_ﬁ"‘lﬂ'r

n=1

y

N S !
1, |12 = j X(x)2dx = -
o 2

Para el Segundo problema, ecuacion 8, la solucion viene dada por:

u@(x,t) = f5 [ Gy (x,8,t —7) - h(E,T)déd T (11)

Que, es una integral tipo convolucién en el tiempo transcurrido (de 0 a t) y en el espacio considerado (de 0 a ) del
producto de la homogeneidad de la ecuacion por la funcion de Greenen t — 7.

Donde: G> (x, & t-7) es la funcion de Green del problema 8:

_ -1 _ _ ,
62,8t =) = ) k() Kp(§) - e m D
n=1 n

La funcidn de Green es una funcion generalizada, que ofrece el comportamiento del nlcleo de un operador lineal
integral, en la resolucion de ecuaciones diferenciales no homogéneas con condiciones de contorno especificada, tal y como
se presentan en este trabajo; cuyo significado fisico, como se sabe es la temperatura del punto x en el instante t si, en el
instante inicial, en el punto xo se desprendié la unidad de calor.

Teniendo en cuenta las ecuaciones (2) y (6), la solucidn general de la ecuacién 1, queda expresada como:
) = _ L . X t pl ) '
T(xt) =T+ Q) + [(Gi(x, & 1) - p(&)a + [} [ G2(x. &t —7) - h(§, D)déd T (12)

Es muy importante destacar que la ecuacién 12 propone una solucién analitica general para todo tipo de
comportamiento temporal del flujo de calor entrante, Q(t) para los valores de coordenada entre 0 <x <L

Tradicionalmente este problema se ha resuelto otorgando forma arbitraria a la componente dependiente del tiempo,
lo que simplifica en gran medida la resolucién analitica del desafio matematico; o también realizando el estudio del problema
s6lo para una barra sélida seminfinita, que también establece una solucidén a priori menos engorrosa. En este trabajo,
recalcamos, se presenta una solucion para la ecuacion parabdlica del calor unidimensional en una barra sélida finita, para
cualquiera sea el régimen de flujo externo de calor variable en el tiempo.

La distribucion normalizada de la variacion de la temperatura en espacio y tiempo se mostrara a continuacién en las
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siguientes figuras, en dependencia del régimen de flujo de calor externo. Notese que la temperatura permanece constante en
la frontera x=0, para todos los casos, como se establecié en la ecuacién 1.

Flujo externo sinusoidal

Si como caso particular Q(t) posee la forma sinusoidal: Q(t)="2Qo[7+Cos(wot)], la ecuacién 12 se convierte en:

An(1— e™%In) + (B, — €, )e™nt +
T{x,t) =Ty + ZEQUe) 1y D”{e—m-lnr — Cos(wgt) + ¥, + 5171{:&]'};}} +\ o sin [(:ntf_:.,f_r] (13)

~ n=1

} E, (EGS{:th} + iSiTl{:th} — e_“-’l.‘lf')

&b

Donde: ap es la frecuencia angular de la fuente externa de calor (recordar wp=27fy):

_ 16120,
" mia(2n +1)3
4Ty
B:lz = e 1 A
(2n+ 1)m
) c = 161@p [[—1)"mi{Zn+1)—2] (14)

n ¥ 2n+1)®
D = 42 Qp [ —1) M 2n+1)-2]

n i 2n+ 1) yn2+1)

E, = eryl Zn+l)

T Aleg) B ant41)

En la ecuacién 14 se presentan el valor de los coeficientes A, Bn, Cn, Dy En, establecidos en la ecuacion 13; todos
dependen del término enésimo y de las condiciones iniciales del problema.

El comportamiento de la solucion de la ecuacidon 13, se muestra a continuacién en la figura 2.

Figura 2. Distribucion de temperatura (normalizada) en el espacio y el tiempo, para 1=0.02m, &rea frontal A=1.13x10"* m?, conductividad térmica k=399 W/m
°C, difusividad térmica a=1.43x107"m?/s, flujo inicial de calor qo=0.10W, frecuencia angular mo=21 rad/s (o frecuencia, fo="1Hz) correspondiente a una barra
solida de cobre.

ATNormalizada (°C)

x(m)  0.005 ",
0.000

Caracterizaciéon de materiales mediante flujo de calor externo sinusoidal

Para algunos autores la analogia de las ondas no siempre es del todo adecuada (Marin, 2007), sin embargo, las
figuras 2 y 3 junto a la ecuacién 13 respaldan, las teorias basadas en un tratamiento ondulatorio de la propagacién del calor,
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utilizadas con éxito para interpretar los datos de experimentos térmicos (Marin, Marin & Hechavarria, 2005), (Salazar, 2006) y
Diaz-Arancibia, (2002).

Figura 3. Dependencia temporal del flujo de calor (Q) y la temperatura (T), en la superficie frontal en el punto x=I, longitud 1=0.02m, area frontal A=1.13x10"*
m?, conductividad térmica k=399 W/m °C, difusividad térmica a=1.43x10"m?/s, flujo inicial de calor qo=0.10W, frecuencia angular wo=2T rad/s (o frecuencia,
fo=1Hz) correspondiente a una barra sélida de cobre.

o

Valores normalizados
=S

0.2
— T{ﬂ
0.0 .

3.0

tiempo (s)

La figura 3 muestra graficamente el comportamiento sinusoidal de la temperatura debido al flujo de calor periddico
en la superficie frontal de una muestra de cobre, en x=[, como se indica en la figura 1. La temperatura dentro de la barra
solida oscilaria con la misma frecuencia fy de la fuente externa generadora del flujo calérico; sin embargo, con cierta
diferencia de fase entre estas oscilaciones, distintiva de cada material.

En este caso de estudio, para una muestra de cobre, la diferencia de fase resultd ser: A®=127 grados. La figura 4
modela lo que seria la relacion entre la diferencia de fase y la conductividad térmica (A® vs. k) en varios materiales con

diferentes caracteristicas térmicas.

Figura 4. Grafica de la diferencia de fase vs. Conductividad térmica (A® vs. k), para diferentes muestras de materiales disefiados con longitud 1=0.02m, éarea
frontal A=1.13x10-4 m2 y flujo de calor incidente con frecuencia f0=1Hz.

T T T T T T T T T
170 |- m Bismuto _
160 | Plomo -
i
O .
g 150 | Zinc -
)
=]
< L _ i
140 Aluminio
I - Cro Cob b
130 L \ obre |
1 1 1 1 —_~__.I
0 100 200 300 400

Conductividad térmica (W/m°C)

Al observar el comportamiento de la grafica en la figura 4, se evidencia que la diferencia de fase entre el flujo de
calor externo periodico incidente y la propagacion de la temperatura, depende sustancialmente de las propiedades térmicas
del material; asimismo, esto se evidencia en las ecuaciones 13 y 14, solucién analitica del problema planteado en la ecuacién
1, motivo de este estudio. Por lo tanto, al menos para los rangos de frecuencias estudiados alrededor de fo~THz, se puede
proponer este método para caracterizar térmicamente a muestras sélidas de materiales diversos.

Para ello sélo habria que monitorear la variacidén de la temperatura en la frontera x=[, de la barra sélida y comparar
su fase con la fuente de calor periddica externa incidente, la que es controlada por el investigador.

Caracterizacidon de materiales mediante espectro de frecuencias. Propuesta

La Figura 4 nos lleva a otra idea innovadora, al hecho de que: para cada material, la diferencia de fase también podria
cambiar, al variar la frecuencia del flujo externo. En este caso se podria establecer un espectro de respuesta, de desfase versus
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frecuencia, para cada material (A® vs. f)) como muestra la figura 5 (a) para los casos de cobre y 5 (b) para el bismuto
respectivamente.

Figura 5 (a) El desfase de una barra sélida de cobre varia cerca de 40 grados, a medida que la frecuencia incidente cambia de 1 a 25Hz aproximadamente.
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Figura 5 (b) El desfase de una barra sélida de bismuto varia cerca de 9 grados, a medida que la frecuencia incidente cambia de 1 a 25Hz aproximadamente.
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La Figura 5 (a) y 5 (b) muestra graficamente cdmo la diferencia de fase temporal, para cobre y bismuto, depende de
la frecuencia externa del flujo de calor. Para materiales de alta conductividad térmica, como el cobre, el desfase A® entre la
funcion Temperatura T(t) y el flujo de calor externo Q(t), se vuelve mas sensible, variando casi 40 grados para frecuencias de 0
a 300 Hz; mientras que los materiales de baja conductividad térmica, como el bismuto, A® varia menos de 10 grados. Es
decir, para materiales de baja conductividad térmica se requiere un sensor de alta resolucion.

Si se mira mas detenidamente las figura 5a y 5b, se aprecia que la mayor variacién del desfase A®, acurre
aproximadamente hasta ciertos valores de la frecuencia, del flujo externo incidente; a partir de éstas se nota que el desfase
permanece practicamente constante. Esto nos induce a la siguiente idea, que para cada material exista una frecuencia umbral,
la cual indicaria que A® permaneceria constante, a partir de ésta.

Por ejemplo, en la figura 5a, se aprecia que, para el cobre, un buen conductor térmico, esta frecuencia umbral se
pudiera establecer cerca de 500Hz; sin embargo, para el bismuto, un mal conductor de calor, la frecuencia umbral se pudiera

establecer cerca de los 30Hz. Es decir, a priori se puede apreciar que en los buenos conductores térmicos la frecuencia
Ag

umbral es mas alta que en los malos conductores térmicos. Asimismo, la variacion del desfase con la frecuencia: &f es mayor
en los buenos conductores con respecto a los no tan buenos.

Por otra parte, de las graficas 5 a y b, se aprecia que la dependencia del desfase con la frecuencia A% toma la
forma de una funcién exponencial creciente de tipo asintética, de la forma:

AP(f) = A(1 — e BF) (15)

Donde Ay B, seria parametros de ajuste, los cuales pueden ser caracteristicos de cada material.

Si bien estos resultados esbozados en esta Ultima sesion 3.3, no son aln del todo concluyentes, quedan como
propuesta para un nuevo estudio mas detallado sobre el tema.

Los resultados anteriores expresados en las ecuaciones 13, 14 y figuras 3 y 4 fundamentalmente, correspondientes a

Ibero-American Journal of Engineering & Technology Studies, 5(1), e-ISSN: 2764-6033 10



Caracterizacion térmica de sélidos en condiciones periédicas no estacionarias

la sesidon 3.2, nos impulsan a pronosticar que la metodologia descrita en dicha sesidon constituye una manera no muy
compleja de caracterizar materiales solidos homogéneos y compactos, especialmente disefiados en forma de pequefias
barras cilindricas.

CONCLUSIONES

Este trabajo se ocupd de la conduccién de calor en muestras excitadas por fuentes externas de calor periddicas, se
resolvié analiticamente la ecuacion del calor en condiciones de frontera no estacionarias, en una barra sélida finita, para todo
tipo de fuente de calor externa, sin asumir ningun elemento a priori, en la dependencia temporal, quedando demostrado

que la temperatura oscila y se propaga con la misma frecuencia que la fuente de calor Q(t) pero con cierto desfase A® con
respecto a éste.

Se evidencié que la diferencia de fase encontrada, entre la temperatura y flujo de calor externo, depende de las
propiedades térmicas del material; por lo que esta técnica se propone como un método sencillo para caracterizar de forma
experimental muestras de materiales solidos, también se muestran consideraciones preliminares acerca de la fuente de
informacion espectral que deja la figura 5 y que, a partir de su analisis se podria, asimismo, proponer como una futura técnica
de caracterizacién de materiales sélidos y homogéneos.

Los hallazgos aqui mostrados proporcionan herramientas para optimizar el disefio de sistemas térmicos en
aplicaciones industriales y tecnoldgicas, permiten también caracterizar el comportamiento térmico del solido bajo estas
condiciones, demostrando que es posible resolver analiticamente la ecuacion parabdlica del calor unidimensional en una
barra sélida finita sometida a un flujo externo de calor periédico que varia en el tiempo.

Las implicaciones economicas del presente estudio radican en el aporte que hace para las industrias de la
metalurgia, la construccidn y la electrdnica, donde hay una necesidad de comprender y controlar la transferencia de calor en
los procesos de produccién, también permite aumentar la eficiencia térmica y reducir las pérdidas de energia obteniendo
costos operativos mas baratos y una mayor viabilidad econémica a largo plazo. Desde una perspectiva social, este trabajo
contribuye a disminuir el consumo energético y las emisiones asociadas, promoviendo una mayor sostenibilidad ambiental,
asimismo se mejora la calidad de vida al desarrollar materiales y dispositivos més eficientes para aplicaciones en calefaccion,
refrigeracion y generacién de energia.

Las limitaciones del presente estudio radicaron en la simplificacién del modelo ya que para el analisis se consideraron
condiciones ideales como homogeneidad del material, propiedades térmicas constantes y ausencia de efectos no lineales, lo
que restringié su aplicabilidad a materiales heterogéneos o en condiciones de extremo. Otra limitacion estuvo dada en que
los resultados estan restringidos Unicamente a flujos externos periddicos; por lo tanto, no se incluyen condiciones de
contorno mas complejas que involucren fendmenos importantes como la conveccién o la radiacién: La ultima limitacion
estuvo dada en la validacién experimental limitada ya que a pesar de que el modelo matematico resulta ser efectivo, se
tendria que considerar integrar en el modelo un enfoque experimental practico, el cual permita validar su uso en un contexto
mas especifico.

El presente estudio constituye base y a la vez se convierte en lineas de investigacién para futuras investigaciones, ya
que crea las bases para investigar esquemas térmicos en materiales compuestos o con propiedades térmicas dependientes
de la temperatura, los hallazgos mostrados también sirven como punto de partida para elaborar modelos mas complejos que
tomen en cuenta las no linealidades en la transferencia de calor.

Esta investigacion no solo evidencia la solucidn practica a un problema térmico significativo en el area cientifica y de
la ingenieria, si no que también ofrece oportunidades para disefiar modelos mas sofisticados y aplicables, que generaran
beneficios econdmicos, sociales y ambientales concretos.
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